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Schema van een biolo-
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Naast de llncaritcit va~ de wcrkingsliJn wor·dt oak nog onder-
1iut ~e afwijkingcr1 van dezo lijn~ wclke de reacties ver-
onbckcnde 
- ,,d abscisscn gelijkc; 
lekcn met een standaard-praeparaat, 
ll 
is ' 1 dun wc)rclt 0ovendi.en ondersteld 
:s p :r." e id i ng • 
p1·,aepar"aa t verge--
standaar'd en te ·Ljken praeparaat t)ve11wijd:1g lopen; in hct alge-
meen dat c:1t:: ene ui t de andcre verki'\<3gen kan 1rio1~den door~ een 
translatic in de richting der ,..:i Q 
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Afhankelijk van de soort ijking kan nu gevraagd warden 
tij welke closis van het ora~paraat 8en bcpaalde voorg~schreven 
verwacl-iting van x hoort resp. bij welke doses-verhouding, 
standaard cr1 pr'aeparant dezelf'de r<.:accle: geven dit i-s de 
stcrkte-verhouding van praeparaat en standaard. 
Wannoer wij de grootheden welke bctrekking hebben op de 
standaard van een extra index S voorzien en de groothcden bij 
het onbekcnde praeparaat van een index P, d&n zijn de onderstel-
1 ingen en v1"agen voo1~ de bovenbescl11~even gevallen als volgt te 
fo1~mul1-.::ren = 
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waarin de grootheden 
Bij deze ijkingen is het praeparaat een onbekende verdunning 
van de standaard, maar over1.gens in samenatelling hieraan 
gelijk. 
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De behandeling van 
beide gevallen ve1~1oopt hnaloog; we zullen ons tot het tweede 
beperker1. 
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kend wordt het betrouwbaarheidsgebied 
in het quotient 
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de doses zijn exact be-
var1 J"L bepaald doordat 
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met de methode van de kleinste kwadraten) welke hier overeen-
komt met de methode der aannemelijkste schattingen Eng.: 
maximum likelihood estimates voor . , ·. en · de volgende p ., s 
schattingen worden gevonden: 
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' lS, een 2 -ver~deling met n+m-3 vgl. 
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b.v. A.M.MOOD 10 Po 293-295, waar een iets eenvoudiger geval 
volledig otaat uitgewerkt . 
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genoemd i3, daar dit de 
dingskwadraat van bis. 
gebruikelijke scha~ting voor het sprei-
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Het betrouwbaa1-heidsgebied voor de lo-
gar1 ithme van de sterkte-vert1oudir1g wordt een begrensd interval -
het enige geval met p1,a(..:tiscl1e t)etekenis - 1ndien 
2 , 2. 2 
•.. .,> - t t_ 0 
-
dus wanneer volgens deze schatting van de helling en op 
grand van de toeLs van Student met ·, n+m- J v1··i jheidsg1..,aden en 
onbetroul~J~Jaar·he1dsdr)empel £., ) d.e gcmeensc;1'1appelijke helling 
van de werkingslijnen significant van nul verschilto 
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92,m_e ~·_l< .. i ng.. Z i j n b _L ~J e 1 ke -0 waa1-·ae van 
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bovenbe::)cl,1reven rrtethode 011·verander·ci 
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toegepast worden. Een 
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kleine 
wijziging ontstaat, wanneer de suhatting van 
afwljkingen van de aangepaste werkingslljnen 
lli t de 
maar uit de va-
rianties~ gevonden binnen de groepjes van bij ~~n abscis beho-
rende waarden van x, bepaald wordt~ d.w.zQ wanneer de schatting 
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etc. 
Het aantal vrijheidsgraden van de 
Student-verdeling is dan · n 1-1 + ~ m -1 
en de 
4.3 Het betrouwbaarheidsinterval voor de hellin- van een li n 
.,~-,-~_, ________________________________ __; :--
Door A .. WALD 5 _, is een be trout'lbaar·l1eids. inter"val voor de 
helling van een lijn afgeleid. wanr1eer beide var*iabelen aan 
rneetfouten onderhevig zijn_ Dit betrouwbaarheidsinterval blijkt 
.l-opge val,, 
F:lei.ler. 
te kunnen wortden als een toepaBsing van de methode van 
1a een iet8 gewijzigde methode -. Door M.S.BARTLETT .6 
voorgesteld welke we ~iJ de volgende behandeling zullen gebru1-
ken. 
l;le 
4,_3.1 
4.3.2 
gaan uit van de volgende onderstellingen: 0 ~, ··c..?11:ri.:-:e~•.,1;10•:r•11rr : IW<llJ'.,n11,,w\¾1111s1a r tu 
u er1 v bez1tten een simultane 11ormale verdeling 
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1 Bij de afleiding van het betrouwbaarheidsgebied onderatellen 
wij dat de in 4.3~4) aangegeven ver•deling der waarnemingen 
mogelijk is voor de waarnemingen voor 1., • • •) Jm'" 
2 Ter voorkoming van 
in 4.3.2 nu niet 
in paragraaf J. Uit het verdere betoog zal duidelijk warden tjat 
5 Het is voor het volgende essentieel dat de groepen gelijke 
aantallen waarnemingsparen bevatten. Is het oorspronkelijke 
aantal waarnemingen geen drievoudJ dan ·kan dit verkregen wor-
den door met behulp van lot1ng ~,n of twee paren te laten 
vervallen. 
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. .. -lijk van 1 - 1 - Hetzelf'de geldt 
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mutatis mutandis voor1 de overige twee termen van de uitdrukking 
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t lijk verdeelc1 zijn. H·un som bezit dus na deling door·~ 0- . 
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Het gebied is een begrensd interval bevat de waar)de oneindig 
niet wannee11 : 
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De methode van Fieller is onafhankelijk van deze ontwik-
keld door PAULSONO De laatste besteedt bovendien enige aandacht 
aan verwante gevallen, waarbij de twee-dimens1onale normaliteit 
niet is vervuld of waarbij de waarnemingen uit een eindige col-
lectie afkomstig zijn trekking zonder teruglegging. In dit 
laatste geval wordt onder meer gebruik gemaakt van de volgende 
uitdrukking voor de variantie van onze grootheid Z zie )e1 : 
-
N-n 
N-1 IJ 
waarin N de uitgebreidheid van de collectie voorstelt en n het 
aantal waarnemingeno 
E. Paulson~ A note on the estimation of some mean values for 
a bivariate distribution. Ann. of Math.Stat., XII 
1942, pp. 440 - 445. 
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Wij beschouwen twee normaal en onafhankelijk verdeelde 
• 
s tochas tische grootheden x E:;n y , r,.1aarvan x.. een 
- a 
"• ,( 
len onafhankelijke waarnerningen van -:>::. resp. 1 
zij verder de verhouding 
1 1. 
cr,2 
2. 
.q 2 
waarin dus een bekend get al is~ Wi.j zullE~n in ~)ar. 2 een 
en 
stel-
voorbeeld geven, waarin aan deze laAtste voorwaarde op natuur-
r") 
1 i jke w1 ,1 ze voldac21n is c. • 
Het, probleet11 iA n1,1, grond van de waarnemingen ?G en 
·- - l 
• • 
l, <GI t 1 J • • ,. Sn ; :::C 1. J " . • I n, • ) !..: n. 1~: (:;i ;~~ e i ~even w a a rd(~ van 
. 1,,.. "--~ . keen 
trouwbaarheids:1nterv11l voor'· 
te bepalen. Hiertae 
die in rapport S 90 1 ~ ~ n:, .. t ~•,.11n gesc:i11eden, indien wij 
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1 an de volgende func ties gct;1~'tt iic ;~~:1~Ai::r. ( vgl ~ S c;o en par. 3 van 
c11~ t r appo1·~t : 
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Volgens de methode van FIELLER vormen nu al dte waarden 
van ,,;. , die vol.doen n::in de ong)clijt<hei(j 
1 
heidsgebied voor het quoti~nt von de verwachttngen van twee 
stochastische grootheden, die een s1multane normale verdeling 
bezitten'', door Mevr. G.Kle~k-Grobben, M.C., Amsterdam 1952. 
1 ,_ .b 'i .c ~ 2 Voor het geva ~ on eken~ ~s: is er voor het hier te stellen 
Jrobleem nog geen oplossing voorhanden. 
- 2. 
X 
2 .. · - .2 2 
+c,(.. <..O .... 
een betrouwbaarheidsinterval voor <)»'- met onbetrouwbaarheid c .. (\ 
, a 11 en _ae_bij het desbetreffende 
experiment gevonden lfTaarden van x.:; , v a..11 en a.22 voor en 
de cri tieke 11'laarde van STUDEN'T · ;:;:1 t ~et n+m- ·2 v-r~ijht:~idsgraad8n,. 
behorende bij de tweezijdige onbetrouwbaarheldsdrempel ~ & 
Alleen ilfanneer 
interval eindig. 
- l~F 2 ' 
.... i (. 0..22 > 0 is hct be:trouwbaarheids-
Het t1ier- beschoU\fde .)ro'blee~1 ls iets alg .. emener dan het in ,, 
rap1:>ort- S .. ··. · ·., 
werd gegeven~ 
:.>ar. 4.2 behand€lde., waar 1n wezen het geval n,:,;111.. 
., ,II 
2. Voorbeeld~ 
B1j biolog:i .. sche 1Jklngen wertct men aoms met het ver.schil 
van twee react1es van eenzelfJe proefdier op twee praeparaten 
. ,, t· d d '' · t een s an aar. en een onbekend praeparaat·. Gewoonlijk neem 
men aan, dat de mathemstische •erwachting van de reactie van het 
dier in een be~aald gebied lineair aanienhangt met de logarithme 
van de toege(1ien<~e dosis ··vgl .. S 90, -~)ftr. 1~.2 .. ···~ Geven wi,j deze 
! en de dosis met d, dan hebben wij dus 
l"'\ 
'•n•i/ . 
c-
•• • 
<Si!l!'\li•" 
-
en 
' 
r,~n 
'-w,,, - .. onbeken-
constanten zijn. Voor ht ~Al t ti ~c : ,;,.rcr:3 <; ~. 1,~ 'X van \·1ee re a c .. es 1':1 
t:n i 2 o p t \ 1 e e c:1 o tj E: t:; d.1.. 
10 cl, .,,..;..., :1 SI 11111, .. 
d2 
zodat de rnatheinat ische verwac:t1t 1n;~ vi.1n een dergel ijk react iever . 
schil dus evenredig is met de logarithme van de dosisverhouding 
en met de onbe\<:ende r, ,. 
l 
Verder neemt men dan aar1 dat ~ normaal verdeeld is met eer~ 
•; r 1%1 Wl 
onbtkendc s,·1r1 e:idi.,t1~; (;, l:·11e i.n hct t-,eschouwde gebied., waar · 9) 
geldt, onafhant{c,lijk is ,,an cl;, zodatJ als di.. en d 2 in dat- E~e-
bied liggen,, 2f: de spreiding cr- a bczit, onafhankelijk· van 
en d 2 • 
Nemen \A11j nu \1oor d.1. 
ken praet=)araat en voor d 2 
en stellen wij 
dan gaat 10 over in 
de onbekende dosis 
de *oel<ende dos is 
-,.1,m1n,1R11 l i1Yllt;; 11'••~•1•111:P 
van het te 1j-
van dG st.andaarct 
. -o1,r ._., 
• 5 5 
dan volgt hieruit een betrouwbaarheidsgebied voor P, 
bepalen., 
daar· 5 
bekend is. Daartoe moeten wij, behalve een aantal waarnemingen 
van x. , ook schattingen van c1c noemer hebben .. De waarnemingen 
... van x kunnen v1ij vert{rijgen door een aantal n dieren met cte-
zelfde doses P en 5 te behandelen en de reactieversch1llen bicJ 
ieder van deze dieren te ~1.• ... , Xn. . Schattingen van 
de noemer kunnen wij nu b. v .. verkri,jgen ui t voorafgaande 
1jkingen., 
Laat bij 1eder van een m-t-al vo,orafgaande ijkingen een 
·• -tal reactieverschillen 
I 
, ... ,,,. 1 h · '"":l, t , . . . m 
,,,,a, I,.""'» ,) ••1 
\'faargenomen zijn, bij een bekende dosisverhouding 
paraat or standaard en zij 
. 13·· 
- ;_ ;µq 
. ,. el 
. . 
. . . R. 
de logarithme van deze bekende dos1sverhoud1ng, dan beschouwen 
vvij <le 7'>1.. groothc·den 
A 1i f ""'t 1 
1 
.n. 
'h ~ ~ - ~-... , ~ 
Ca 1 
D:t t zijn du~3 (it? gemlddel.de r'8ciCtieve·rsch1llen, die bij de rt~ 
voorafga~nde lJklngen zijn opgetreden bij de bekende dosisver-
Nu t\eldt volgens 10: 
-
·--··- _, •" ,rrd1t, ... H11, Till& ◄•• 4 
en 
- $ 'lo-
h 
daar volgens het bovensta011c1e icder reactieverschil de spreidinr; 
2. t) e z :l_ t: " 
. ' ,, 
• 
onafhankelijke waarnemin-
3 Bij vell..: iJl{ingen volstt1/:t r'r1cn t·:1et de resultaten van een 
proef, die dan met behulp van de 1n rapport S 90 beschreven 
rnethode, waarbij ~ €:11 y t1iet onafhankell.jk verdeeld z1Jn.rr 
I;; 4!P4, 
behandeld kunnen wc.1rden .... De hier voorgeatelde n\ethode hee:tt 
het voordeel, dat de proeven niet zo uitgebre1d behoeven te 
zijn en dat nau~1keurigere ui t.t{ornsten verkregen kunnen worde11, 
vooral bij routine-ijkinger1" Varieties op het hier besohreven · 
schema zijn mogelijk. 
gen verkeren.wij nu dus juist in het in par. 1 geschetste gev2l 
en de formules 1 , ,. • • , 8 geven hier het volgende resultaat-: 
2 
17 < ··-
2· 
18 1. X'" ~ ... X ...... 
') 
....L n ...... 
l 
a.n n 
. -Y. 
n+t"Y'\.--2. 
2. )'Y\.. 2 l .• 
> Xt X YJ + i1 ..... 1 .. ) h j•1 t. =l. 
1 
U..2:2. ·-·- -----
n + rn.. - 2 
terwijl het gezochte betrouwbaarheidsinterval voor het quoti~nt 
t 
gegeven a:L1 en a 22 daarin in te vullen .. 
()(1 , cx2 . , waarin c<.1. en cx: 2 de wort els zijn van de vergelij-
king., die verl<regen w,ordt door het linKerlid van . 8 gelijk aan 
o te atellen"' 
Een betrouwbaarheids 1nte1'"lval voor de onbekende dos1s 
volgt nu eenvoudig met behu11) van de betrekk1ng 12. : 
en wel ala volgt 
en 
r')r\) 
,,:_ V 
"'j 
) " 
1- ..,., I -, • 
• 
Ot 
/ () l ~ 0(. 10 ! 
~ 1.., 
v·,e·c"u 1 t" at···en v-- · )ar 1 '"''·>.),, ' .• '" ,:;-~;g4 .·· 
~· ~,,,,i ....., .. L ,:.,. , "' · .. · · •· ,, • · • 
• Ge -~ven zi in de~ W?~r-ncn11·n,7 ,~n ~. 1 ei~:::: ·- ... -'-.J " t-.a .-.;;.;., ,_1-·· .l'l.,,-~ 
>i,iiil••~ 
l ... ~ L 
• "' ,> • il en Y . 
' -
van t\~ee st(1ch,~1::Jtische groot,heden x en X., on-
afhankelijk verdeEld volgcn□ respectievelijk 
c 
Vo o r· t s 1 s 0: 2 · -. "" 
Men vraagt een betrouwbaarhcidsinterval voor te con-
strueren .. 
Om de 
vijf functies 
-
, 
-
van FIELLER t~ kunnen toepassen, moeten wij 
, a 11 , a1.~ c;n <-"t,a van de waarnemingen 
~L•··· > Xn 
doen: 
21 
... , Lr-"\ l{i.ezenj a·ie aan de volgende eisen vol-
en Y bez1.tten een simult.ane normale verdeling met 
,, :. ,. 
M iii I \ 
- i 4 I 
de varianties en de covariantie van en geven w1j aen met 
;:: 4►,lli.( 
.. 
, 
- 5- ..... . ' 
.. 
2 de grootheid 
is onafhankelijk verdeeld van 
cle. 
-z 2. 
2 
. <:t1.2 + Clat 
3 verder moet er een getal z i jn, zodan1g dat de g:ro.ot n,ti, 
heid 
waarin 
25 
2 
een 
~--2. cl~ . 
z 
-
a 
·_ cr-11 
-
_2 
-verdeling met vrijheidsgraden bezit. 
• • 
/ .. 
Wij beginnen nu met voor _ en :_--_-- de •_-_:_ emiddelde £ en 
D i r1'.Si(ckt 
..,; . . ,, 
, .. • 
te kiezen zie 3. en 4 , zodat aan e11 1 voldaan 1a en wel 
met 
• 
~- daar alle 
Ve r vo 1 gens k 1 e z en w i J" r 1 _ _ .. • ·a- ,.n• --___ - ~t - · d··-.. -• .OO·. - ····.• ·2··••· 4 ·'. g··· · .a 11.·-.. 11 l"c 1,;..(. ll , .. .. ~· . m,e,. . . .. .. ,I,. ·.... . . 'V .-ll 
- . ---..... .••··~-- .· .• w 
. .. 
te stellen aan r:.en voo·r de hand lig·g,0 n·•d· e· r···•··u··n··"",t··1··e··._ lli'S<m~ An w·ea,a~n.a .. 
· -- '-' -- ---,,,t_·_-~--··-<,._·:_·. _-.,_,·:.·,:··..:_,,-:v-,.~:-.. _.'.-" __ :• 1,'ui-,~• Y, 1~ -----~-u-A1,1}~i.., 
26 
~ eq __, 
..._ l::: 1 z • . 
Daar het recht.erlid een _ · -verdeling met- •L, .. ftl-a vr1.iJhe1dsgra-
den bezit., moeten wiJ, om aan eia 3, te voldoen 
. ' ' . 
nemen. Be trekking ._-.· 26 bevat in het l1nkerl1d de onbekende 
, die in het- rechterlid niet voorkomen~ De be,trekki J < moet 
echt-er voor iedere -· ·_ en , gelden, ter,,1Jl utteraard ,'ie tune-
ties t!L;_. de onbekende en 
+· - ~J t . d t 1j • • niet nogen beva ten, zo ·a : w .. 
0 •·. 2. de co~frici~nten van . . . - i 2 .,,. -. l i jk 1 ·e·. n- · •·· .. · .tn , ::) t:te . - ···.••··- a.a.n nu, . 
- -, --\1·· -.·· ', . ' C '.I' . .. ,, 
moeten st,ellen en dan de a..,1 ·!ft · •. - 1·_ en ai,. moeten oploaaen~ D'1t . . ~ il!ll?I: il . ~~i ' . .. . .. -
gee ft Juist de bet.rekkingen ---·• 5 ~ 6 en · 7 .. Nu moet al:leen e1s 
. . .· . . "" ·~ ' 
rechterlid van ·. onafhankel1jk verd·eeld 1:ljn van a; en . 1s 
., :,; -
ook aan deze eis voldaan. Hiermede is aengetoond, dat ·d• in pa:r~ *· 
1 gegeven toe·r,asa1n.g van de methode van JIBLLD bij de dear ge-
geven keuze der funct,1.es ; J ;•, • , ., 1} gerecnt111ardigd 1a - Voor 
" . . 
= ' • . • . ' • . . . ... ,_ .·' ' .. - • 
de overige theor1e v-erwijzeri wiJ na.e:r ·rappo!'t S • 
